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Resumo
No presente trabalho apresenta-se um mod.elo de populações estruturadas do tipo de
Leslie/Lefkovich, com o objectivo de realizar projecções a curto e longo prazo da
abundância do stock ibero-atlântico de sardinha (Sardi,na pi,lchardus), recurso de
grande importância para o sector pesqueiro nacional. Para além da estimação da taxa
assimptótica de crescimento, o modelo determinístico permite determinar parâmetros
cuja interpretação biológica é de grande relevância para a compreensão da dinâmica
do recurso, tais como o momento d.a população, o valor reprodutivo e o tempo mêdio
de uma geração. Os resultados obtidos atravês do modelo determinístico indicam,
para o stock de sardinha, que a população projectada está próxima do equilíbrio, que
cada recruta dá origem a aproximadamente um novo recruta e que o tempo de uma
geração é ligeiramente superior a 3 anos. Uma análise de sensibilidade do modelo
indica que as ta>ras anuais de fertilidade e sobrevivência nas idades mais jovens têm
maior influência no crescimento assimptótico da população de sardinha. Apresenta-se
uma versão estocástica do mod.elo, onde as taxas vitais da população são sujeitas a
vrários cenários de variabilidade. Obtém-se assim, distribuições empÍrica"s paxa os
parâmetros de interesse bem como paÍa a população total e comparam-se os resulta-
dos para os vários cenários apresentados.
lt
A structured population model for ibero-atlantic
sardine dynamics
Abstract
The work reported herein presents the development of a structured population Les-
lie/Lefkovich type model, in order to make short and long term projections for the
ibero-atlantic sardin e (Sard,i,na pilchard,i,us) stock abundance, which is a resource of
great importance for the national fishing sector. In addition to the asymptotic popu-
lation growth rate, other parameters such as the population momentum, the repro-
ductive value and the generation mean time are reported. The main results indicate
that the population is nea,r equilibriuml each recruit gives origin to approximately
onenew recruit, and the generation time is slightly above 3 years. A sensibility analy-
sis of the model shows that the annual fertility and survival rates of the younger ages
have a major influence on the sardine population asymptotic growth rate. A stochas-
tic version of the model is presented, where the population vital rates are subjected
to several variability scenarios. The empirical distributions of growth rates, popula-
tion totals and other relevant parameters are obtained to facilitate comparison and
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... nodo 'i,, i : O,...,n i
... matriz de projecção da população;
... vector representante da estrutura da população por estádios
em tempo Í1
... número de indivíduos no estádio 'd em tempo Ú;
... probabilidade de sobrevivência e permanência dos indivíduos
no estádio 'd;
... probabilidade de sobrevivência e transição dos indivíduos do
estádio i,pata o estádio i, *L1
... fertilidade dos indivÍduos no estádio 'i;
... valores próprios de uma tnatrizi
... vectores próprios direitos da matriz A;
... vectores próprios esquerdos da matriz À;
... vector transposto do vector W6 1
... vector transconjugado de W; ;
... matriz identidade;
... matriz semelhante a A;
... mattiz formada pelos vectores próprios direitos V6;
maÍ'riz formada pelos vectores próprios esquerdos W;;
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... coeficiente de mortalidade devida à pesca no estádio z;






















número de recrutas de sardinha por adulto;
fracção de sardinhas adultas no estádio 'i;
espaço de amostragem;









função de distribuição da lei Normal unitária;
taxa de crescimento em tempo ú1





independentes e identicamente distribuídas .
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Capítulo 1 - Introdução
A dinâmica das populações animais tem sido objecto de estudo de vários autores,
nomeadamente no que se refere à dinâmica de populações sujeitas a exploração. A
formulação e proposta de medidas para a gestão dos recursos da pesca requerem a
realização de projecções a curto e longo pÍazo da sua abundância e captura. Os mode-
los mais usados nas pescas são modelos determinÍsticos e baseiam-se na teoria dos
modelos demográficos. Outros modelos, como os modelos de tabelas de vida, têm
também sido usados por apresentarem uma estrutura simples e permitirem uma
interpretação biológica directa dos seus parâmetros, mas pressupõem que a população
é estável. Os modelos que são considerados como extensões das tabelas de vida têm
como precursores Leslie (1945), Lewis (1942) e Bernadelli (1941), sendo os artigos de
Leslie (1945, 1948a, 1948b) os que tiveram mais influência no seu desenvolvimento
inicial. Posteriormente, Lefkovitch (1965) introduziu os modelos matriciais classifica-
dos por estádios de desenvolvimento, como alternativa à idade cronológica e Usher
(1966) sugeriu os modelos matriciajs classificados por ta,rranhos. Em 1967, Keyfitz e
Goodman demonstrararn a analogia entre os modelos matriciais e os modelos de
equações integrais e de equações às diferenças. Keyfrtz, em 1968, compilou toda a
teoria subjacente a estes desenvolvimentos no livro Introducti,on to the mathemati,cs
of populati,on. 36 a partir dessa altura é que os ecologistas começaram a utilizar mais
regularmente este tipo de modelos. Mais recentemente, estes modelos têm sido usados
para estudar a dinâmica de várias espêcies de peixes:
o Hayes (2000), num contexto geral;
. Pertierra et al. (L997), para a anchova (Engrauli,s encras'icolus);
. Lo et al. (1995), também para a anchova (Engrauli,s mord,ar) e para a sar-
dinha do Oceano PacÍfico (Sardi,nopos sagar);
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. Smith et al. (1992), novamente para a sardinha do Oceano Pacífico;
. Kareiva et al. (2000), para o salmão (Oncorhgnchus tshwaytscha);
. Hinrichsen (2O02), também para a mesma espécie de sahnão;
. Caswell et al. (1984), para o salrnão do Oceano Atlântico (Salmo salar);
. Heífetz et al. (L998), para o "sablefish" (AnoploporíLa fímbri,a);
r Quinlan et al. (1999), para o sável do Oceano Atlântico (Breuoorii,a tyran-
nus));
o Carvalho et al. (2001), para o Galhudo Malhado (Squalus Acanthias Li,n-
neus).
Outras aplicações de interesse na área dos modelos estruturados são Alpízar-Jara et
al. (200L), para os perus selvagens e Reis (2000), para insectos. Uma outra aplicação
de interesse para o estudo da população de sardinha (Sardi,na p'i,lchard,us) é fornecida
por Zwolinsky (2003).
No presente trabalho é desenvolvido um modelo estruturado de populações, do tipo
de Leslie/Lefkovich, em que a população projectada, sardinha (Sardi,na p'ilchardus),
depende fortemente da fecundidade e sobrevivência das fêmeas adultas em cada está-
dio. Na prática, a informação para estimar estas taxas vitais ê difícil de obter, em
particular quando se trata da fase não explorada do recurso cujas estimativas apre-
sentam muita variabilidade.
O modelo desenvolvido neste trabalho é usado para projectar, a curto e longo pÍazol
a abundância do stock ibero.atlântico de sardinha, sendo este um recurso de grande
importância para o sector pesqueiro nacional.
Após esta breve introdução, no CapÍtulo 2 apresenta-se a deÍinição e os principais
fundamentos teóricos dos modelos estruturados, incluindo a sua descrição através do
grafo do ciclo de vida das populações e o potencial da análise dos modelos determinÍs-
ticos. Enuncia-se o Teorema de Perron-F'robenius e são definidos vários parâmetros
de interesse biológico, assim como as suas interpretações. F inalmente, apresentam-se
as principais técnicas de análise de perturbação: anáIise de sensibilidade e análise de
elasticidade.
No Capítulo 3 são aplicados os conceitos e as técnicas anteriormente referidos para o
desenvolvimento de um modelo paxa o caso da população da sardinha ibero-atlântica.
Analisam-se viírios parâmetros biológicos, efectuam-se projecções sob vários horizon-
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tes temporais e posteriormente procede-se à análise de perturbaçáo do modelo, identi
ficando os parâmetros aos quais a ta>ra assimptótica de crescimento é mais sensÍvel.
No CapÍtulo 4 são apresentados alguns conceitos e os resultados teóricos principais de
modo a incorporar variabilidade ambiental nos modelos tratados no CapÍtulo 2.
No CapÍtulo 5 é desenvolvido um modelo mais abrangente paÍa a população da sardi-
nha ibero-atlântica, pois, em virtude da análise de perturbação efectuada no CapÍtulo
3, considera-se que os parâmetros relativos à fertilidade e à sobrevivência são afecta-
dos por variabilidade estocástica, que irá reflectir a variabilidade ambiental a que a
população está sujeita.
No Capítulo 6 são discutidos os resultados obtidos e retiram-se as conclusões do pre-
sente trabalho.
Por fim convém referir que para a implementação do modelo foi utilizado o programa
MATLAB 6.1 (Mathworks, 2001).
Alguns dos resultados da aplicação prática deste trabalho, em particular do CapÍtulo
3, foram publicados nas actas do X Congresso da Soci,edade Portuguesa de Estatísti,ca
(Santos et a\.,2003).
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CapÍtulo 2 - Modelos estruturados
O ciclo de vida é a unidade fundamental de descrição de um ser vivo. O estudo do
ciclo de vida no sentido da dinâmica das populações requer uma forma de relacionar o
indivÍduo e a população. A dinâmica de uma população é determinada pelas t»ras
vitais dos indivÍduos que a compõem, isto ê, taxas de nascimento, crescimento, matu-
ridade, fertilidade e mortalidade. Os modelos estruturados de populações fornecem, de
forma explÍcita, a iigação entre o indivÍduo e a população, sendo construÍdos em torno
de uma simples descrição do ciclo de vida das populações.
2.L O grafo do ciclo de vida
Para a construção do grafo dirigido do ciclo de vida de uma população deve ter-se em
conta:
. a escolha de uma colecção finita e discreta de s estádios em função dos quais é
descrito o ciclo de vida;
. a escolha cuidadosa de um intervalo de projecção, definindo a unidade discreta
de tempo do modelo. A estrutura do graÍo e a matriz resultante dependem da
unidade de tempo considerada;
. a criação de um nodo (ott vértice) (Wilson et al.,1990) para cada estádio. A
ordem da sua numeração ê irrelevante, mas é por vezes conveniente iniciar a
numeração nos indivÍduos mais jovens (recrutas). Assim considera-se que Á/6
representa o nodo i.
Na criação do grafo é habitual colocar uma linha direita ou um arco, isto é, wa ares-
ta de N6 para Ni se um indivÍduo no estádio i em tempo ú pode contribuir (por
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desenvolvimento ou reprodução) prru os indivíduos do estádio jem tempo t* 1. Se
um indivÍduo no estádio 'i em tempo ú pode contribuir para os indivÍduos do mesmo
estádio i em tempo t * 1 (por exemplo, permanecendo no mesmo estádio entre duas
unidades temporais consecutivas), coloca-se um arco de Ni para ele próprio e esse
arco é denominado por laço. Denomina-se pot at+L,j+1 o coeficiente na aresta d" I/i
para Â{ que representa o número de indivÍduos no estádio i em tempo t * 1 por
indivÍduo no estádio j em tempo ú. Estes coeficientes podem ser probabilidades de
transição ou valores reprodutivos.
2.2 O modelo matricial
O grafo do ciclo de vida é isomorfo à matriz quadrada, ,sxs, A, chamadamatriz de
projecção da população na equação
Nr+r:A'Nr, (2.1)
onde N1 : {l[r,r, ,i, : 0,L,2,...,, - 1] é o vector que representa a estrutura da popula-
ção por estádios em tempo ú. A regra para gerar a matriz das projecções é simples:
ai+t,i+t é o coeficiente do arco de N1 para Na no grafo do ciclo de vida. A tÍtulo de
exemplo, considere-se o graÍo do ciclo de vida de uma população apresentado na
Figura 2.1.
G1 G2
Po PL P2 P3
Figura 2.1: Gra"fo dci ciclo de vida pa,ra um modelo stand,ard, classificados
por estádios.
A matriz de projecção correspondente ao graÍo da Figura 2.L é








o elementos não negativos na diagonal principal, correspondentes a indivÍ-
duos que sobrevivem e permanecem no mesmo estád.io com probabilidade
P,I;
o elementos não negativos na subdiagonal, correspondentes a indivÍduos no
estádio 'd que sobrevivem e transitam para o estádio i * 1 com probabili-
dade G6;
t elementos não negativos no restante da primeira linha da matriz A, cor-
respondentes à fertilidade dos indivÍduos no estádio i,,, Fei.
Quando a classificação por estádios coincide com as idades ou classes etárias, então
estamos no caso das matrizes de Leslie (1g45).
Po Pr P2
Figura 2.2: Grafo do ciclo de vida parâ um modelo stand,ard,
classiÍicado por idades.
A matriz de projecção correspondente ao gra.fo da Figura 2.2 ê
0 Fe1 Fq F"s
Esta matriz possui:
o elementos não negativos na subdiagonal, correspondentes a indivÍduos que
sobrevivem, com probabilidad" P,i, tornandose uma unidade de tempo
mais velhos;
o elementos não negativos na primeira linha, correspondentes à fertilidade
per-capi,ta da classe etária i,, Fe6.
É de nota,r que não é necessário construir o gra"fo do ciclo de vida para obter a matriz
de projecção da populaçã,o, mas fazê-lo obriga a tomar em consideração as transições






Por vezes, é conveniente classifica,r os indivÍduos segundo dois ou mais estádios, por
exemplo através dos seguintes métodos:
o combinar a idade, o tamanho, ou o estádio com a localização geográÍica.
Tais modelos podem incorporar variação espacial nas taxas vitais e nos
processos que transferem os indivÍduos de um local para outro. Existe
vasta literatura sobre tais modelos na demografia humana, onde são cha-
mados modelos multi-regionais. Os ecologistas chamam-lhes modelos de
metapopulações (Heifetz, et al., 1g9g) ;
o combinar múltiplas classificações demográficas, tais como a idade e o
tamanho, a idade e o estádio, etc.. Estes modelos são chamados modelos
multi-estádio ou multidimensionais (Land et al., lgg2, Law, 1gg3, Schoen,
1988, Van Groenendael et al.,lggg).
Estes modelos têm o mesmo tipo de matriz de projecção, consistindo a diferença no
facto de cada multiestádio corresponder a uma submatriz e não a um elemento.
2.3 Solução da equação de projecção
Usando o modelo (2.1) podemos projectar sucessivamente uma população a partir de
uma determinada condição inicial, No, u obter a solução explícita para a projecção da
população em tempo ú,
Nr : A''No.
(2.2)
Vão agora estudar-se as propriedades desta equação matricial, uma vez que a solução
analÍtica deste sistema de equações produz as ferramentas básicas para a análise
demográÍica. os valores próprios \,, i:1,...,§, e os vectores próprios direitos, y;, e
esquerdos, IiVt, d" A a eles associados, satisfazem
AV; :,\Ve
Wr-Á, : ÀWJ,




A dinâmica da população é determinada pelo comportamento de Ar. Se A fosse uma










e os elementos da mattiz corresponderiam aos seus valores próprios.
Se A não é diagonal, màs possui vectores próprios linearmente independentes, ê
semelhante a uma matriz diagonal D cujos elementos são os valores próprios ,\. Isto
é, existe uma matriz não-singular V tal que:
V-IAV : D, ou de modo equivalente
A: YDV-1 , consequentemente




V-1AV : D + AV : YD; assim as colunas de V são os vectores próprios direitos
de A, [.
V-1AV : D =+ V-14 : DV-11 assim, as linhas de V-l são os conjugados dos vecto-
res próprios esquerdos, Wa, de A. Então pode escrever-se
Nt : A'No
: YDüwN o Q.7)
: DrÍv,wixo.
i.
2.3.L O efeito dos valores próprios
O comportarnento a longo e a curto prazo(r) de N6, depende dos valores próprios(2)À à
medida que eles são sucessivamente elevados a potências mais elevadas. Os valores
próprios são soluções da equação ca,racterÍstica, podendo ser reais ou complexos. A
sua contribuição para a solução pode ser resumida como se segue:
(1) Na fiteratura inglesa é utilizado o termo "transient behaüor".





. Se ) é positivo, então À' conduz a, um crescimento exponencial se À > 1
ou um decrescimento exponencial se À < 1.
. Se -1 < À < 0, então )' provoca oscilações decrescentes com um perÍodo
igual a 2.
. Se À < -1, então À' provoca oscilações divergentes com perÍodo 2.
. Os valores próprios complexos produzem oscilações.
Se(t)À: fte(À) *Srn(À)i, utilizando a forma trigonométrica ou polar
dos complexos, pode escrever-se À : lÀl(cos(0) *isen(á)), onde
lÀl : (me (À ) + ($rn(À) ê, a magnitude (ou módulo) de À e
0 : arc*B(3rn(À)/fte(À)) é o ângulo formado por ) no plano complexo
(plano D'Argand). Elevando ) à íésima potência obtém-se
Àú : lÀl'(cos (t0) + zsen(úá)).
Os valores próprios complexos surgem em pares conjugados, de modo que
À : Ee(À) - Szn,(À)z também será um valor próprio. A solução para a
equação da projecção irá conter assim termos da forma
,f,+X:lÀl,2cos(tl).
Assim, à medida que um valor próprio complexo é elevado a potências
cadavez mais elevadas, a sua magnitude lÀl' cresce ou decresce exponen-
cialmente, dependendo do facto de lÀl ) 1 ou lÀl < 1. O seu ângulo no
plano complexo aumenta 0 vez* em cada unidade de tempo, completan-
do uma oscilação com perÍodo 21 10.
Apesar do facto de ) ser real ou complexo, a fronteira entre o crescimento ou decres-
cimento da população é quando lÀl : 1.
A equação (2.7) pode escrever-se como:
N' : !q*Yr, onde c;: WiNo. (2.8)
i
Esta decompõe o crescimento de uma população classificada por estádios num con-
junto de contribuições exponenciais associadas a cada valor próprio.
O conjunto dos valores próprios da matriz de projecção (referido como o espectro dos
valores próprios da matriz) revela assim grande importância na dinâmica da popula-
ção. Muita desta informação é independente das condições particulares da população
I
(3) i designa aqui a unidade imaginária, i : .t-a
inicial, uma vez que as condições iniciais afectam apenas os coeficientes q e não os
valores próprios ou os vectores próprios.
2.4 Um teorema fundamental
O teorema que iremos enunciar nesta secção ê de primordial importância para a aná-
lise assimptótica dos modelos aqui referidos. Nesse sentido, iráo introduzir-se alguns
conceitos fundamentais para a sua compreensão.
Uma matriz A diz-se não-negativa se todos os seus elementos são maiores ou iguais a
zeÍoe representa-se por A > 0. As matrizes não-negativas podem ser classificadas em
matrizes redutÍveis e irredutÍveis; as matrizes irredutíveis por sua vez podem ser clas-
sificadas como primitivas e não primitivas.
psffnição Z.Lz Seja M, o espaço das matrizes quadradas de ordem s. Uma matriz
A. e M, diz-se redutÍvel se veriÍicar uma das seguintes condições:
i.) s:1 e A:0;





onde B e M, II € Mr-r, C e Mr,r-, e 0 € Mr-r,, é a matriz nula.
Uma matríz diz-se i,rred,utíuel, se não for redutÍvel.
Definição 2.22 Uma mafuíz A e M, diz-se primitiva se for irredutÍvel e possuir apenari
um valor próprio de módulo máximo.
Uma propriedade característica das matrizes primitivas é:
ln€N:Â'">0.
No contexto dos grafos do ciclo de vida de populações diz-se que um cami,nho do
nodo "A/6 paxa o nodo Á[ é uma sequência de arestas, no sentido das setas, que
começa em Ni e acaba em Ni e não passando por nenhum nodo mais do que uma
vez. Um laço é um caminho de um nodo pa,ra si mesmo. A. ordem de um caminho ou
de um laço é o número de arcos que este contém.
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Se o grafo do ciclo de vida de uma matriz não-negativa contém um caminho entre um
qualquer par de nodos distintos Nt e Â[ então o grafo diz-se fortemente coneao
(Horn et al., 1985, Basilevs§, 1983). Esta é uma propriedade ca,racterÍstica das
matrizes irredutÍveis. A maior paxte dos grafos de ciclos de vida são irredutíveis.
Uma condição suficiente para o grafo do ciclo de vida de uma população ser primitivo
é a existência de quaisquer duas classes etárias adjacentes com fertilidade positiva
(Sykes, 1969, Demetrius, 1971). Para modelos classificados por estádios, irredutíveis,
uma condição suficiente para serem primitivos ê a presença de pelo menos um Iaço. A
maior parte das matrizes de projecção de populações são primitivas. As únicas excep
ções significativas são, nas matrizes classificadas por idades, aquelas que possuem
uma única classe reprodutiva (ex: salmão do PacÍfico, etc.). Uma matriz nã,o primiti-
va diz-se cícli,ca.
2.4.L Condições necessárias e suficientes para a irredutibilidade e a pri-
mitividade
É simples avaliar a irredutibilidade e primitividade de matrizes pequenas por inspec-
ção do grafo do ciclo de üda, mas para matrizes de grande dimensão, essa pode ser
uma tarefa difÍcil. Suponhamos que Arr, é uma matriz náo negativa. Então (Horn eú
al., 1985):
o A é irredutível se e só se (I + Af-1 ê positiva;
. seja o a ordem do menor arco do grafo do ciclo de vida representado em
A. A matriz Â é primitiva se e só se as+o(s-2) é positiva. Uma vez que
o expoente aumenta com o, este resultado pode ser aplicado podendo o
ser a ordem de qualquer arco existente no grafo do ciclo de vida;
. a matrrz A é primitiva sse Ss2-2s+2 é positiva.
É de salientar que o facto de uma maÍ,riz ser irredutível, ou primitiva, é determinado
pela posição dos seus elementos oeJ r sendo independente dos seus valores numêricos.
Assim, é por vezes conveniente avaliar essa,s propriedades utilizando a matrí,2 de adja-
cênci,a de A, matriz que possui zeros nos elementos homólogos aos zeros de A e l's
nos elementos homólogos aos elementos positivos de A.
Existe um conjunto de resultados, colectivamente conhecido como teorema de Per-
ron-Frobenius, que descreve as propriedades dos valores próprios e vectores próprios
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de uma matriz A não-negativa e primitiva e cujas multiplas aplicações vão muito
para além do contexto deste trabalho (MacCluer, 2000).
Teorema 2.1 (Perron-Frobenius): Seja A. e M, e suponha-se também que A ê não
negativa e primitiva. Então:
a) O rai,o espectral@), p",, da matriz A ê positivo e designa-se por À1 ;
b) Àr é um valor próprio de Â de módulo máximol
c) Existem dois vectores positivos V1 e W1 tais que AV1 : ÀrVr e
(w1)" Á. : (Wr )t Àr;
d) Àr é um valor próprio simples de A, algebricamente (e, consequentemente, tam-
bém geometricamente)1
e) lim 4 : B : V1Wfl ) 0, onde os vectores Wr e V1 estão escalonados de modo' r-o" ( À1 )'
que IMflV, : 1.
Para uma demonstração, pode consultar-se por exemplo Horn et al. (1985), ou Seneta
(1980). Outras referências relevantes são Cohen (1979) e Caswell (2001).
2.5 Ta:ra de crescimento da população: o teorema da ergodicidade (forte)
Uma população diz-se ergódica se o seu eventual comportamento é independente do
seu estádio inicial. A maior parte dos modelos matriciais invariantes no tempo são
ergódicos na asserção mais forte do termo. Neste contexto, o conceito de ergodicidade
é uma consequência do teorema de Perron-Frobenius. Poúanto o valor próprio domi-
nante, Àr, determina as propriedades ergódicas do crescimento da população.
Considerando novamente (2.8), tem-se
Nr : crÀiVr + q\$Y, + crÀá% +...
onde os valores próprios estão numerados por ordem decrescente de grandeza em
valor absoluto. Dividindo ambos os membros da equação por Àf , vem
Então quando Í -» oo, vem
(a) O raio espectral de uma matrlw é por definição o mácimo dos módulos dos seus valores próprios.
L2
.. N*
,IITÍ : ctVr. (2.10)
Este resultado é conhecido como o teorema de ergodicidade (forte) (Cohen, L979),
onde se mostra que, se A for primitiva, a dinâmica a longo ptazo da população é des-
crita pela taxa de crescimento da população À1 e pela estrutura da população estável
vl.
Uma vez que os vectores próprios são determinados "a menos de uma constante", V1
pode ser escalonado de forma conveniente, por exemplo, de modo a que a soma dos
seus elementos seja igual a 1, representando assim proporções, ou de modo que a sua
soma seja 100 e assim represente percentagens.
Por outro lado, por (2.8), podemos verificar que o tamanho da população total é
assimptoticamente proporcional a uma soma pesada da população inicial, onde os
pesos são fornecidos por \ÀI1, isto é, W1 fornece as contribuições relativas de cada
idade ou estádio à população estável. Consequentemente, este vector pode ser inter-
pretado como vector associado ao valor reprodutivo. O vector W1 é usualmente nor-
malizado de modo a que o seu primeiro elemento seja igual à unidade, para que se
possa comparar o valor reprodutivo de cada um dos estádios relativamente ao valor
reprodutivo dos recrutas.
2.6 Valor reprodutivo dos recrutas
Considerando agora Â: T-f 4
onde T e {* são matrizes não-nulas e não-negativas tais que
(2.1 1)
D,:r,...,, tu 3L, i :1,"',§ , (2'L2)
onde tii são os elementos da matriz T; * matrizes T e 4 são denominadas por
matri,z de transi,ção e matri,z de ferti,lid,ade, respectivamente.
Uma vez que as matrizes T são matrizes triangulares inferiores e que não se conside-
ram populações imortais, os elementos til 11, V i,, logo
p"(T) 1L, (2.13)
onde p, (T) representa o raio espectral de T.
O resultado (2.13) pode mostrar-se ser equivalente a
limTr*-T& : 0 (Horn et a1.,1985). (2.L4)
Uma matriz com esta propriedade diz-se convergente. Verifica-se que,
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(r + r + T2 +... + T"-r)fl - T) : I -Tn,então




RNo - 4No * 4TNo + 4T2No +..., (2.L6)
que representa a distribuição com respeito ao estádio aquando do nascimento de
todos os descendentes recém-nascidos acumulados durante a vida inteira da popula-
ção Ns.Irá chamar-se ao raio espectral de R, p"(R), o valor reprodutivo à nascen-
ça do modelo, &, e a R a matriz da próxima geração (Caswell, 2001, Cushing et al.,
1994). Os elementos r,ii de R fornecem a produção esperada durante o tempo de vida
de descendentes do tipo z - 1 de um indivíduo que se encontra no estádio j - 1. R
projecta a população de uma geração paxa a próxima e fig ê a taxa de crescimento
por geração. Quando existe apena"s um tipo de descendentes, ,Es representa também o
número esperado de descendentes produzidos por um indivÍduo durante a sua vida.
2.6.1 Taxa do valor reprodutivo à nascença ou recrutâmento
O resultado principal que irá ser apresentado nesta secção é de algum modo uma
generalização de um teorema devido a Cushing et al. (1994).
Teorema 2.2 (Li et al., 2002)z Suponhamos um modelo matricial standard para a
dinâmica de uma população que satisfaça (2.1) e (2.11-), e assumindo que a matriz de
projecçãoA:T+F"éirredutÍvel,ondeTênão-nulaesatisfaz(2.13).Designe-seo
factor de crescimento pu(A) por À1 e o valor reprodutivo à nascença p" (R), por &,
onde R : E, (I - T)-t. Suponha-se À0 ) 0. Então
p"(T + 4/Ào):1 (2.17)
e verifica-se uma das seguintes condições:
À1 :Âo-1, 1(Àr(.R6,ou 0<Â0(Àr(1. (2.18)
Como A é uma matriz primitiva não negativa, o inverso de À1 pode ser interpretado
como um factor para o escalonamento das matrizes de fertilidade e de transição de
modo a obter um modelo com qualquer população inicial, eventualmente estacionária,
isto é, p"(A l^1,) : 1. De modo semelhante, uma vez que .R0 > 0 , pode deixar-se a
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matúz de transição fixa e escalonar apena,s a matriz das fertilidades pelo inverso de
.Rs. Assim, no modelo resultante cada população inicial tenderá para uma população
estacionária, que é única a menos de uma constante multiplicativa. No caso dos
modelos matriciais classificados por idades (matrizes de Leslie), o valor reprodutivo à
nascença da matriz R , ,% : TLL, ê dado pela expressão seguinte:
s-t ( i-l \
h : Feo + »l Feill4l, (2.1e)
z=r I j:o )
que pode ser interpretada como o número esperado de descendentes por um novo
indivÍduo no decurso do seu tempo de vida. Neste caso, .Rs iguala a taxa do valor
reprodutivo à nascença definido em artigos mais antigos (Bernardelli 1940, Lewis
Le42).
A interpretação de À1 : h : L ê:
Para cada população inicial, deverá existir uma classe de recêm-nascidos que durante
a sua vida produzirão pelo menos o mesmo número de descendentes na mesma classe.
AIém disso, existe uma população de recém-nascidos (que corresponde às linhas
não-nulas de 4 ) qr" durante a sua vida irá reproduzir-se exactamente se e só se
existe uma população estacionária (no entanto, é de notar que esta população de
recêm-nascidos não faz parte, em geral, de uma população estacionária). No caso das
matrizes de Leslie, & : 1 se e só se À1 - 1, isto é, qualquer população é eventual-
mente estacionária se e só se o número esperado de descendentes por um novo indiví-
duo no decurso do seu tempo de vida ê 1. A partir dos resultados referidos, podem
obter-se medidas paxa o tempo d,e uma geraçõ,o, ou seja o tempo necessário paxa que a
população aumente proporcionalmente a um factor .Ra (Caswell, 2001), isto ê,
L :1"& . e.2o)'e lnÀ1 '
2.7 Dinâmica a cnrto prazo e convergência
O valor próprio dominante da matriz A fornece a taxa assimptótica de crescimento
da população. A população cresceria com esta ta>ra se as actuais condições ambientais
se mantivessem indefinidamente. Este é portanto um acontecimento de dificil concre-
tizaçã,o, sendo por vezes útil calcular medidas para a dinâmica de curto prazo. A
aproximação mais simples é a projecção por simulação numérica, que mostra exacta-
mente o que acontece à população partindo de quaisquer condições iniciais especÍficas.
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2.7.1, Razão de amortecimento para o equilÍbrio e convergência
Uma aproximação mais geral paxa o comportamento a curto prazo consiste em utili-
zar a equação (2.8) para estudar a taxa de convergência para a estrutura da popula-
ção estável e as oscilações produzidas pelos valores próprios subdominantes durante a
convergência (ver por exemplo Lefkovitch, 1971). A eventual taxa de convergência
para a estrutura da populaçáo estável é dominada pelos valores próprios com o
segundo maior módulo. Partindo de (2.9), verifica-se que a convergência será tanto
mais rápida quanto maior for o valor de À1 relativamente aos outros valores próprios.
Este facto conduz à definição de coefici,ente de amortec'imento para o equi,líbri,o, isto
é,,
Àcae: fr. (2.2r)
A partir de (2.9) obtém-se,
I*[+-cr\â -c2<caü-'*J:0, (2.22)
Assim, para valores elevados de ú,
ll} -nll = k<cae>-t - 7r"-ttr'l<cae> , (2.22)
para aJguma constante k Isto ê, a convergência para a estrutura estável ê assimptoti-
camente exponencial, com uma ordem pelo menos tão rápida como ln<cae>.
2.7.2 O período de oscilações
Quando os valores próprios complexos são elevados a sucessivas potências, produzem
oscilações na distribúção dos estádios, com um período dado por
21 2r.h:_:_ (2.24)0k arctg(Srn (^à /ffie(À6 )) '
onde 0;, é o ângulo formado por À6 no plano complexo e fte(À6)e 3rn(À6) são as
partes real e imaginária de à, respectivarnente.
A componente oscilatória de maior período é a que está associada a )2. Nos modelos
classificados por idades, P2 é aproximadamente igual à idade média da primeira
reprodução na população estável. Assim, seria de esperar que perturbações na distri-
buição etária estável fossem seguidas por oscilações amortecidas com um perÍodo
aproximadamente igual ao tempo de uma geração.
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Em ciclos de vida complexosp), Pz não pode ser identificado com a idade mêdia de
reprodução, Dffi continua a medir o perÍodo das oscilações fornecidas pelo maior
valor próprio subdominante.
2.7.3 Uma medida para a distância à distribuição da estrutura estável
No âmbito do estudo da dinâmica a curto prazol ê útil poder medir a distância entre
duas distribuições por estádios, ou entre uma distribuição de estados observada e a
distribuição estável. Keyfitz (1968, p. 47) propôs uma medida para analisar esta dis-
tância, equivalente a
A(x,v1 l:|Dt"n -arl, (2.25)
onde se considera que llVrll :1 e X: ffi e llNtll representa o tamanho total da
população, num instante ú. Esta é uma medida comum paxa a distância entre dois
vectores probabilÍsticos. O seu valor máximo é I e o seu mÍnimo é 0, quando os vec-
tores são idênticos.
2.7.4 Momento da população
Considere-se que uma população está a crescer com um conjunto de determinadas
taxas vitais, e imagine.se que instantanearnente se mudam essas taxas para um con-
junto de taxas estacionárias, isto é, de modo a que Àr : 1. A população eventual-
mente deixará de crescer, mas, a não ser que a sua estrutura coincida com a estrutura
da população estável das novas taxas vitais, não deixará de crescer imediatamente.
Assim, o seu tamanho final será diferente do tamanho que possuía quando as taxas
vitais forarn alteradas. A esta diferença Keyfrtz chamou momento d,a populaçõ,o.
Seja ú:0 o instante em que as taxas vitais são alteradas, o vector da população é
N(0) : Ns, então o momento rn é dado por
-:,,irfltt . Q26)
Designando a nova matriz de projecção por A+,
(t) Isto é, intrincados.
L7
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onde q+, : 
e 
.a\j,i:1,..,s e com valores próprios )a+. Considerem-se ambas as
matrizes A e A+, primitivas. Uma vez que Àr+ : 1,
,,lT} : ,\* Nr : ((w,. )- No )v,* : (w,* )' Novr* . (2.2r)
Assim,
LT wr* No u* (2.28)rn: I No
onde L é um vector cujos elementos são todos iguais à unidade.
Quando m > l, a população estabiliza com um valor superior ao seu valor quando
t : 0. Quando m 1L, a população continuará a diminuir antes de estabilizar, pelo
que esta medida é de considerável interesse para espécies em declÍnio, uma vez que
permite contabilizar o declÍnio da população e ter esse factor em conta nas medidas
de gestão da população.
2.8 Anrílise de sensibilidade
Os resultados da análise de perturbações são muitas vezes mais interessantes, mais
robustos e mais úteis do que a estimação de parâmetros por si. A análise de perturba-
ções é utilizada em vários contextos (Tuljapurkar et al., L997), nomeadamente para:
. prever os resultados de futuras alterações nas taxas vitais, nomeadamente
as que podem resultar de estratégias designadas para proteger espécies
ameaçadas (em vias de extinção), através do aumento de À1, ou para con-
trolar espêcies invasoras (pragas), através da redução de À1;
o quantificar os efeitos de mudança,s no passado, por exemplo, supondo que
algumas diferenças ambientais (naturais ou resultantes de manipulação
experimental) tenham produzido diferenças nas taxas vitais, e consequen-
temente em À1, em duas ou mais populações. Através da análise de per-
turbações poder-se-á assim quantificar cada uma das diferenças na,s taxas
vitais e o seu contributo para as diferenças observadas em À;
o prever a acção da selecção natural, pois a variação genética produz indi-
vÍduos cujas taxas vitais são perturbadas pelos valores globais da popula-
ção. A partir destes indivÍduos, a selecção natural escolhe as perturbações
cujos efeitos aumentam mais rapidamente. Através deste tipo de análise,
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pode obter-se uma resposta paxa a"s ta>ras vitais sujeitas a uma maior
pressão selectiva;
elaborar esquema.s para amostragem, pois esta análise indica onde devem
ser feitos os maiores esforços para melhorar a precisão das estimativas
para À1 através do esforço na melhoria das estimativas das taxas vitais
relativamente às quais À1 ê mais sensÍvel, uma vez que os erros nessa.s
estimativas são aqueles que mais afectam À1.
A análise de perturbação que explora os efeitos, essencialmente no crescimento da
população, de mudança,s nas taxas vitais, fornece uma abordagem para a questão de
determinar a importância dos acontecimentos da história da vida das populações para
o crescimento das mesmas (Horvitz et al., 1997). Esta análise tornou-se habitual na
prática demográÍica e usualmente designa-se por análise de sensibilidade. Este traba-
tho irá concentrar-se no tipo de análise de perturbação prospectiva, que explora o
facto da taxa assimptótica de crescimento, À1, ser função das taxas vitais. Como esta
análise projecta as consequências de mudanças futuras nas taxas vitais, tornou-se
bastante importante na teoria da história da vida (Caswell, 2000).
2.8.1 Sensibilidade dos valores próprios
Uma maneira simples e geral de introduzir a sensibilidade dos valores próprios, apli
cável a matrizes de qualquer estrutura, foi introduzida por Caswell (1978). Assim, as
equações que definem os vaiores próprios e os vectores próprios direitos e esquerdos
associados são (2.3) e Q.\. De modo a tornar a escrita menos pesada, deixar-se-ão de
considerar os índices. Tomando diferenciais totais em ambos os lados de (2.3),
AVe : .\V;, vem
A(dV) + (dA)V : À(dV) + (dÀ)V (2.29)
onde dA : ldou] é a matriz cujos elementos são os diferenciais totais dos elementos
a6J. Efectuando em ambos os membros o produto escalar com o vector próprio
esquerdo associado 'W' obtém-se:
(A(dv),w) + ((dalv,w) : À((dv),w) + ((dÀ)v,w). (2.30)
Expandindo o produto escalar e simplificando termos, fica:
r\ ((da)v,w) w*dav,^:'fr*Í: tfr:. (2.31)
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Suponha-se que apenas um dos elementos da matriz (oni) é alterado, mantendo todas
as outras constantes. Então dA contém apenas um elemento não rn;/Lo, d,a6i. Neste




Dividindo ambos os membros por d,a6i e reescrevendo os diferenciais como derivadas
parciais obtém-se:
=a) : ,9'!-. (2.88)Ao,i j (V,W)'
A sensibilidade de À a alterações em a;y é assim proporcional ao produto do conjuga-
do do i-ésimo elemento do vector associado ao valor reprodutivo pelo j-ésimo elemen-
to da estrutura da população estável. Se (V,\M) : 1, então
aÀ
U*,: ''o,





Um caso de particular interesse que diz respeito à sensibilidade do valor próprio
dominante relativamente a cada um dos elementos da matriz de projecção, pode
representar-se por
ax
# : wtt'qi : 'tilLi '?ti, uma vez que W1 é um vector real.oaij
2.8.2 Anrílise de elasticidade
A elasticidade é uma medida de perturbação nos modelos matriciais de projecção que
quantifica as alterações proporcionais, essencialmente na ta>ra assimptótica de cresci-
mento da população, como função das alterações nas taxas vitais (Kroon et a1.,2000).
A elasticidade, ou sensibilidade proporcional, de ) relativamente a cada um dos ele-
mentos auda maÍ,riz de projecção é definida como
ai1 0À âlnÀ"u:iü:ffi. (2.36)
Consequentemente, pode definir-se a matriz de elasticidade
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E : ls o A, (z.BT)
À
onde o representa o produto de Hadamard.
Uma caracterÍstica importante desta matriz é o facto da soma de todos os seus ele.
mentos ser unitária (Kroon et a1.,1986, 2000, Caswell, 2001), isto é,
D"oi : L. (2'38)
i,j
Esta propriedade permite a compaxação da importância relativa de diferentes tipos de
transições no ciclo de vida (por exemplo, crescimento e reprodução) (Kroon et al.,
2000). Permite também medir as contribuições de cada au para À, pois
À:À (2.3e)
Outra propriedade importante da matriz de elasticidade, E, é o facto da soma dos
elementos de linhas e colunas correspondentes ser igual (Van Gronendoel et al.,lg94,
Caswell, 2001), isto é
LrE: (Et)r . Q.4o)
Uma consequência útil para os modelos classiÍicados por idades ê poder inferir-se que,
a elasticidade de ) relativamente a todas as fertilidades ê igual à elasticidade de À
relativamente à probabilidade de sobrevivência dos indivÍduos do estádio 0, Po.
2.8.3 Sensibilidade dos vectores próprios dominantes
A perturbação dos elementos da matriz de projecção A provoca alterações nos seus
vectores próprios direitos e esquerdos. Pode obter-se uma expressão para a sensibili-
dade dos vectores próprios a partir da seguinte deduçáo (Caswell, 200L, Faddeev et
al., L963 e Desoer, 1967). Considerando as mesma"s condições da secção 2.8.L, partin-
do de (2.3), AV1 : àVl, e tomando diferenciais totais em ambos os lados, obtém-se
(dA)Vl +A(dVl): (dÀ)Vr +Àr(dvr). Q.41)
Se dÀ1 for conhecido, então a equação anterior ê linear em dV1:
(A - Àll)d\rr : (dÀll - dA)Vl. Q.42)
Como (A -,\I) é singular, a equação anterior não pode ser resolvida directamente
para dV1. No entanto, pode escrever-se qualquer solução como combinação linear dos
vectores próprios:




para algum coeficiente k*. O valor de k1 é irrelevante uma vez que (A-À1I) é sin-
gular. Tomando kr : 0, obtém-se
I
illL : Dk*Y*. (2.44)
rn*L
Considerando novamente (2.41) e efectuando o produto escalar em ambos os mem-




(raa,rv,,wr ) + (lf avr ),wr ) : à (dvr,wy ), (2.46)



















Então o diferencial total do vector próprio direito V1 é
ür1 :i((d+)v1iw.)v-. (2.51)
-, ^'r - 4nrn*L
Suponha-se agora que apena"s um dos elementos da matriz de projecçáo, aii, é pertur-
bado. Então obtém-se
#:à,_"v*- ' 'p,ffiu*, (252)
onde uj-' ê o iésimo elemento de V-.
Tendo em conta que os vectores próprios esquerdos de A são os vectores próprios
direitos de A*, então
d\M1 : i(('{)*+,'-)*- (2,53)-"r Z-l \ \m*l ^l - ryn
e
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+ : ,Í,,» =4-l *- . (2.54)gaü *?*t\ - ^,"
Pode desta forma obter-se uma ferramenta adicional para analisar mais detalhada-
mente o efeito que as perturbações nos elementos da matriz de projecção provocam
nas variáveis de resposta do modelo, taxa assimptótica de crescimento, vector da
estrutura estável da população e vector associado ao valor reprodutivo.
Apresentada a teoria subjacente aos modelos estruturados, no CapÍtulo 3 vão apli-
car-se os conceitos e as técnicas anteriormente referidas para o desenvolvimento de
um modelo para o stock de sardinha ibero-atlântica.
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Capítulo 3 - Modelo estruturado para o stocle
ibero-atlântico de sarrlinha
S.L Pressupostos do modelo
O modelo usado no presente trabalho ê um modelo estruturado por estádios, que foi
adaptado para estudar a evolução do stock ibero-atlântico de sardinha. Tal como na
maioria dos modelos que pretendem descrever um fenómeno biológico, houve a neces-
sidade de estabelecer algumas restrições e suposições relativamente às taxas vitais que
formam o modelo de base. Assim, os principais pressupostos são:
. a população considera-se fechada, isto é, não é tomada em conta a
emigração nem a imigração;
. a proporção de machos e fêmeas ê considerada 1:1, devido à insuficiência
de dados que permitam estabelecer outro tipo de relação;
. as taxas vitais da população permanecem constantes ao Iongo do tempo;
o geralmente, os modelos estruturados por estádios consideram apenas as
fêmeas, pois são elas que propagam a espécie. No entanto, como se
assume a proporção 1:1 de machos e fêmeas, considera-se a população
total sem alterar a estrutura do modelol
o é assumido que a desova ocorre no inÍcio do ano (Cadima, 2000) e que o
censo é feito imediatamente antes da desova;
o considera-se que existe independência da densidade da população;
o considera-se que não existe variabilidade ambiental.
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3.2 Estrutura e parâmetros do modelo
O modelo utilizado projecta a população da sardinha ibero-atlântica em tempo dis-
creto, sendo a unidade temporal consideradà o o,no. A população considera-se estrutu-
rada por 7 estádios de desenvolvimento, respectivamente o, L, 2, B, 4, 5 e 6+. os
primeiros seis estádios coincidem com as respectivas idades. No entanto, o último é
um estádio que engloba todas as idades superiores a 6 anos, por ser difícil identifica,r
a idade nas sardinhas de maior comprimento. Esta classiÍicação é feita de acordo com
os dados disponibilizados por investigadores do INIAP (Instituto Nacional de Investi-
gação Agrária e das Pescas) e considerando caracterÍsticas do ciclo de vida da espécie
como se ilustra na Figura 3.L.
,S, §, s, ,s, s. §,
q.
Figura 3'1 - Representaçã,o do ciclo de vida da sardinha ibero-atlântica
através do correspondente grafo.
Nesta figura os nodos representam os estádios da população. As linhas indicam a
sobrevivência e transição pa,ra o estádio seguinte, o laço no nodo 6+ indica a sobrevi-
vência e permanência nesse mesmo estádio. Os a,rcos indicam a contribúção dos
sucessivos estádios paxa a renovação da espécie.
O modelo usado é do tipo:
Nr+r : A. Nr, t, : 0r1r..., (A.1)
sendo Nr : {Nn,r,i,:0,...,6+} o vector.que representa a estrutura da população em










































Neste modelo, -lÇ,1 representa o número de indivÍduos no estádio i no inÍcio do ano ú
e fl representa a taxa instantânea de sobrevivência dos indivÍduos em cada estádio
com fi - exp(-Fr-Mt), i:0,...,6+. ^g, é considerada como um modelo exponen_
cial, função de dois coeficientes: o coeficiente de mortalidade devida à pesca, Ft, e o
coeficiente de mortalidade devida a todas as outras causas, designado por mortatidade
natwal, M6 (Cadima, 2000). A taxa instantânea de sobrevivência dos indivÍduos no
estádio 5 considera-se igual à do estádio 6+(Ss : So+), uma vez que, novamente,
pela dificuldade na identiÍicação da idade das sardinhas de maior comprimento, se
considera a mortalidade por pesca no estádio 5 igual à do estádio 6+(G :4+).A.
taxas de fertilidade, pfi, são função de dois factores:
p r eue representa o número de recrutas de sardinha por adulto;
f,i, q.o. representa a fracção de sardinhas adultas em cada estádio.
Os parâmetros considerados diferem da abordagem usual dos modelos estruturados
referentes a populações de peixes (Getz et al.,,lggg, euinn et al.,lggg), uma vez que
se pretende tomar em consideração o número de recrutas à pescaria e não o número
de ovos resultantes de cada postura, pois a mortalidade nas fases larvares que antece-
dem a fase explorável do recurso costuma ser muito elevada, resultando numa sobre
vivência muito reduzida atê ao recrutamento (cadima, 2000, Hayes, 2000).
No contexto da estimativa de pa,râmetros para o modelo, foi realizada a análise prêvia
de uma série histórica de dados sobre a estrutura etária da população d.e sardinha
(ICES, 2002) para a determinação do número de recrutas por adulto, p. Adoptou-se
paÍa p o valor mediano obtido nessa análise (Cadima, 2000, Hayes, 2000, Smith et, al.,
7992, Lo et al', 1995) e, para a aplicação do modelo, assumiu-se numa primeira abor-
dagem qtrc p se ma.ntém constante.
Não se possui informação que permita determinar, para cada idade e arro, o coefi-
ciente de mortalidade naturar, Mi. Assim adoptou-se o valor de M6 _ 0.BB ano-r, que
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está relacionado com a longevidade da espécie, valor esse assumido constante para
todas as idades (Brodziak et al.,1gg8, ICES, 20a2, pestana, lggg).
A população inicial de sardinhas, trí,;,0 , e o coeficiente de mortalidade por pesca, ,Ç,
em cada idade, reportam-se ao ano de 1gg8 e foram estimados na avaliação do stock
de sardinha realizada no ano de 2001 (ICES, 2002) com o método Integrated
Catch-at-age Analysis, ICA (Patterson et a1.,1996). A fracção de sardinhas maduras,
fi', em cada idade, foi estimada a partir de amostras obtidas durante o perÍodo de
desova da sardinha (INIAP). Salienta-se ainda que a denominação dos parâmetros é
feita de acordo com a notação usual na investigação relativa aos recursos pesqueiros.
Na Tabela 3.L apresentam-se os dados de entrada para o modelo.
Tabela 3'1: Dados de entrada para aplicação do modelo aa stoclçibero-atlâ.ntico de sardinha.

































Total da população 12485 x 106
3.3 Interpretação biológica dos parâmetros
S.S.L Comportamento a longo prazo
Pelo que foi referido no CapÍtulo 2, pode verifica,r-se analiticamente ou a partir do
grafo do ciclo de vida da população em estudo que a matriz de projecçã,o, (2.2), é
irredutível e primitiva. Como tal, a pa,rtir da equação característica de Â, o teorema
de Perron-Frobenius e o teorema de ergodicidade (forte) garantem a existência de um
valor próprio, À1 (real e superior a todos os outros em magnitude) e dois vectores
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próprios reais associados, Vr " Wr, que determinam a dinâmica da população a longo
ptazo, na situação ideal do ambiente se manter constante. Assim, À1, representa a
taxa assimptótica de crescimento da população. O vector próprio direito a ele asso.
ciado V1, normalizado (tal que llVlll :1), representa a estrutura da população está_
vel, ou em equilÍbrio e o vector próprio esquerdo representa o vector associado ao
valor reprodutivo.
Para o stoclç de sardinha determinou-se o valor próprio dominante, À1, corLo sendo
aproximadamente igual a 0.98. Deste modo o modelo indica que a população projec-
tada está próxima da situação de equilíbrio, caao em que À1 é igual a 1. No entanto,
este valor indica que a população está a decrescer ligeiramente, pelo que terá tendên-
cia para a extinção, se as actuais condições se mantiverem indefinidamente. Deverá
assim ter-se especial cuidado com a gestão do recurso, uma vez que qualquer medida
sobre a sua gestão deverá considerar uma eventual recuperação do mesmo. Na Figura
3.2 apresentam-se os gráficos que descrevem a dinâmicad,o stock da população num
período de 50 e 100 anos. Embora este perÍodo de tempo não possa reflectir de todo a
dinâmica assimptótica, na verdadeira acepção da palawa, consideram-se estes hori-
zontes temporais razoáveis para dar uma ideia do que acontece a longo prazo. Na
Tabela 3.2 apresentam-se os valores obtidos para os vectores próprios associados ao
valor próprio Àr. A análise destes valores indica que, na situação de equilÍbrio, cerca
de 63% da população será constituÍda por indivíduos dos grupos de idade 0 e 1.
Indica tambêm que os grupos que mais contribuem para a renovação da espêcie em
situação de equilÍbrio são os de idade L e 2. Em suma, os indivÍduos com idade não
superior a 2 anos representam cerca de 80% da população em equilÍbrio e são por-
























Figura 3.2: Projecção da população a um perÍodo de 50 anos, (a), e 100 anos (b).
80
28
Tabela 3.2: Vectores próprios associados a À1 n: 0.gg .
Yr' 0,3720 0,2620 0.1753 0.1026 0.0483 0.0211 0.0188
W
T
1 L.42 1.3755 L.2547 1.2549 1.3088 L.3122
3.3.2 Comportamento a curto prazo
Quando se obtém o espectro dos valores próprios da matriz de projecção, ilustrado na
Figura 3.3, facilmente se calcula o coeficiente de amortecimento para o equilÍbrio da
população. Para este modelo, o valor próprio subdominante, \2, é um número com-
plexo. Como tal, a estrutura da população irá sofrer oscilações antes de atingir o
equilÍbrio' Como lÀzl= 0.3601, o coeficiente de amortecimento para o equilíbrio é
cae : 
# = 
2.7216, com uma ord.em de grandeza de aproximadamente
ln(cae) = 1.0012. Assim, a medida proposta por Keyfitz (1968) para a distância em
relação à distribuição da estrutura estável da popuraçáo (2.26) ê
^(X,V1) 
= 1.347 x10-7, onde X: JE-.
llNrs ll 
'
Isto é, a estrutura da população aproxima-se da estrutura da população estável após
um período de cerca de quinze arros, que se encontra ilustrado na Figura 8.4. Assim,
no contexto da dinâmica a curto pÍazo da população, ê ilustrada na Figura 3.5 a
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Figura 3.4: Representação grá,fica da estrutura da população.















Figura 3,5: Grá,fico da projecção da população: (a) para um período de 5 anos;
(b) para um período de L0 anos.
3.3.3 Outros parâmetros relevantes da população
Com base na discussão do capÍtulo anterior, obteve-se o momento da população,
rn = 0.98005, o qual revela a diminuição da população, antes da sua estrutura
estabiliza,r. Como referido anteriormente, a estrutura da população estabiliza num
perÍodo de aproximadamente L5 anos, assumindo que as taxas vitais permanecem
constantes. Também foi obtida a taxa do valor reprodutivo dos recrutas,
Ra x 0.93601, e o tempo requerido para que a população aumente proporcionalrnente
=ç* Iud. idade 0
.-E1* Ind. idade I
.....n..... Ind. idade 2
. Ind. idade 3
* Ind. idade 4
...,:; Ind. idade 5
-1- Ind. idade 6+
-o o- o
/,<
'r "e -'o - Ô 
_''
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a &, que representa o tempo de uma geraçã,o (Tn = 3.2773). Estes parâmetros são
de grande importância para a melhor compreensão da dinâmica da população em
estudo, fornecendo assim um complemento útil para a formulação e proposta de
medidas paxâ a gestão do recurso em causa.
A análise destes valores indica que a população irá diminuir ligeiramente antes de
estabilizar e que num perÍodo ligeiramente superior a 3 anos a contribuição de cada
recruta ao longo da sua vida é dada por um factor de aproximadamente 0.gB indivÊ
duos.
3.4 Anrílise de sensibilidade
De acordo com o desenvolvimento efectuado na secção 2.8.1, obtivemos para a
população em estudo a seguinte matriz, que traduz a sensibilidade do valor próprio
dominante relativamente a cada um dos elementos aii da matriz de projecção (3.2).
Uma representação gráfica desta matriz é dada na Figura 3.6.







VeriÍicou-se que o valor próprio dominante, ou ta>ra assimptótica de crescimento da
população é bastante sensÍvel a possÍveis alterações nos parâmetros relativos à sobre-
vivência, especialmente nas duas primeiras idades (0.4306 e 0.2937, respectivamente).
A sensibilidade da ta><a assimptótica de crescimento aos parâmetros relativos à ferti-
üdade, revela-se especialmente nas segunda e terceira idades (0.2135 e 0.L42g, respec-
tivamente), sendo nas restantes idades de pouca importância. Podemos assim inferir
que o valor próprio dominante é especialmente sensÍvel aos parâmetros do modelo
relativos às três primeiras idades da população, isto é, pequenas alterações nesses
parâmetros poderão provoca,r alterações consideráveis na taxa assimptótica de cres-
cimento da população. Tendo em 'conta que a população manifesta uma ligeira ten-






































































































































































Figura 3.6: Grrífico da matriz de sensibilidade de À1 relativamente a,os elementos a;i damatriz de projecção
Foi tambêm obtida, a matriz de elasticidade que traduz a sensibilidade proporcional
de À1 relativamente a cada um dos elementos aii da matriz de projecção (3.2). A sua































A partir da análise dos elementos desta matriz pode verificar-se que a elasticidade de
À1 a futuras alterações nos parâmetros relativos à sobrevivência da idade zero ê igual
à soma da elasticidade de À1 no que diz respeito aos parâmetros relativos à fertilidade
da população em estudo, isto é, a tà(a assimptótica de crescimento é muito sensÍvel a
alterações proporcionais futuras nos pa.râmetros relativos à sobrevivência na idade
zero (0.3032), o que vem corroborax a análise de sensibilidade du à em relação a
estes parâmetros. No entanto, À1 já não mostra agora a mesma ordem de sensibili-
dade relativamente a futuras alterações nos parâmetros relativos à fertilidade. Quanto
à sensibilidade de À1 em relação a possÍveis alterações proporcionais nos parâmetros
relativos à sobrevivência dos indivÍduos de idade um, esta é tambêm de considerável
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importância. Assim, a taxa assimptótica de crescimento da população manifesta uma
elevada sensibilidade relativamente a alterações futuras nos elementos relativos à
sobrevivência nas idades zero e um, quer elas sejam alterações absolutas ou propor-
cionais. Já no que diz respeito aos parâmetros relativos à fertilidade, a taxa assimptô
tica de crescimento é menos sensível a futuras alterações proporcionais nesses paxâ-
metros, Este é um aspecto interessante, uma vez que as fertilidades das espêcies pelá-



































































































































































































Figura 3.7: Gráfico da matriz de elasticidade de À1 relativamente aos
elementos o;7 da matriz de projecção.
De modo a completar esta análise de sensibilidade prospectiva, foi tambêm efectuada
a análise de sensibilidade dos vectores próprios ü e W1 relativamente aos parâm+
tros anteriormente classiÍicados como mais sensÍveis, 
^9s e Sr, de acordo com a secção
2.8.3. Dela pode retirar-se que um aumento da sobrevivência na idade i provoca
aumentos na representação da idade 'i * L referente à distribuição etária estável, isto
é, no elemento i, * 2 do vector Vr. Uma vez que a distribuição etrária estável está
condicionada a soma,r a unidade, este facto provoca uma diminuição nâ, representação
de algumas das outras idades, ou estádio. Podemos também observa,r que um
aumento dos valores relativos à sobrevivência ,S, provoca um aumento nos elementos
do vector associado ao valor reprodutivo W1 em todas as classes até à idade e, inclu-
sive, e reduz o valor dos seus elementos em idades posteriores. Um aumento nos valo.
res relativos à sobrevivência numa determinada idade provoca assim um aumento nos
elementos do vector reprodutivo em idades anteriores, e provoca uma diminuição em
idades ou estádio, posteriores. Na Figura 3.7 encontram-se expostas as representações




































Figura 3'7: Sensibilidade dos vectores próprios dominantes Vl (") " W, (b) da matriz de projecção
relativamente aos elementos da matriz de projecçã.o que revelam maior sensibilidade e elasticidade.
Da análise anteriormente efectuada e das caracterÍsticas biológicas da espécie, resuLta
evidente a necessidade de incorporar no modelo variabilidade ambiental, de forma a




CapÍtulo 4 - Modelos estruturados com
variabilidade ambient al
4.L Introdução
A teoria demográfica, que inclui taxas vitais aleatórias de modo a considerar a varia-
bilidade ambiental, é construÍda com base em poderosas propriedades gerais sobre os
produtos de matrizes aleatórias. O desenvolvimento desta teoria para as taxas vitais
aleatórias representa a junção de duas áreas de estudo. Uma remonta a 1928 quando
Norton (1928) examinou padrões determinÍsticos, previsÍveis, de variações temporais
arbitrrárias nas taxas vitais; esta área de estudo renasceu como demografia ergódica
no trabalho de Coale (1957) e de Lopez (7961), e foi posteriormente mais desenvol-
vida por Seneta (1981). A outra, mais recente, surge como consequência do interesse
na teoria das taxas vitais aleatórias va,riando no tempo, cuja importância foi revelada
por Pollard (1968, 1973), Sykes (1969), Le Bras (1971), e Lee (L974). Estas duas
áreas distintas foram reunidas por Cohen (1977,1979), surgindo assim uma teoria
ergódica demográfica associada as taxas vitais markovianas. O trabalho de Cohen
realçou a ligação desta teoria com a teoria dos produtos de matrizes aleatórias, que
possui uma vasta aplicação nas ciências. A partir daÍ a teoria da demografia aleatória
tem sido desenvolvida, tanto de um modo formal como nas suas aplicações (Tulja-
purkar 1980, L982,1986, 1989, 1990).
4.2 Desenvolvimento do modelo
Para descrever uma população estruturada, com taxas vitais aleatórias, generaliza-se
o modelo considerado no Capítulo 2.
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Assim, em tempo ú, considera-se o vector da populaÇão Nr. Durante o intervalo ta
Ú * 1 o processo demográfico actua neste vector, e o seu efeito global está contido
numa matúz das taxas vitais Ar+r, dependente de ú e do acaso ol € CI, onde 0 é o
espaço de amostragem. A dinâmica da população é fornecida pela equação
N;11(t'er) : Ar+l(ar)N, (U), (4.1)
onde a; indica uma realizaçã,o particular do processo aleatório que produz as taxas
vitais.
O modelo (4.1) realça o efeito acumulado da variação das taxas vitais no tempo. Este
modelo tem sido bastante discutido com o objectivo de estabelecer resultados assimp-
tóticos. Uma abordagem conveniente para estudar o comportamento a longo prazo de
(4.1) consiste na utilização da teoria de uma classe de processos estociísticos (os
processos subad,'it'i,uos). Para tal, é necessária a deÍinição de alguns conceitos que irão
ser introduzidos.
Definição 4.1,: Seja Z um conjunto de Índices tal que Z : No. Um processo
estac'ionó,ri,o é um processo estocástico {Xr, t e Z} com a seguinte propriedade:
para todo o inteiro positivo k e quaisquer pontos ú1,...,tk e h em Z, a distribuição
conjunta de {xt,...,xro} c " mesma que a distribuição conjunta de {xu*o ,...,xr,*o}
(Karlin et, a1.,1975).
Definição 4.2: Se fr: (rl,frL,...) é uma sucessão real, seja T6r: (rt,*2,...) a suces-
são "deslocada". Chama-se a T4 o operador de t'deslocamento". Um conjunto A de
sucessões reais diz-se invariante para os "deslocamentos" quando T6 r é um elemento
de .4 se e só se z é também um elemento de A. Um processo estacionário diz-se ergó-
d,i,co se Pr{(xo, Xr,...) e A} é ou zero ou um, quando ,4, ê um conjunto invariante
pa,ra os "deslocamentos" (Karlin et a1.,1975).
Definição 4.3: Se (Q,g,P) é um espaço de probabilidade, uma correspondência
mensurável 7 : O --+ 0 diz-se que preserva uma medida de probabilidade se
e(f1d,): P(A) para todo A e 9. Qualquer processo estacionário {Xn} pode ser
considerado como sendo gerado por uma transformação que preserva a medida de
probabilidade, no sentido em que existe uma variável X definida num espaço de pro-
babilidade (Q,9,P),, e uma correspondência que preserva a medida de probabilidade
7:Q --+ O tal que a sequência {X"} definida por Xi : X e X*<rr: X(T"a),
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n>L, u e í), possui a mesma distribúção que {x"},S" 7 preserva uma medida
de probabilidade, um conjunto Aegdiz-se inuari,antese r-'U)-A. A classe
Zde todos os conjuntos invariantes é uma sub-eálgebra de I , cha,mada aálgebra
invariante,, e 7 diz-se ergódica se todos os conjuntos em Z possuem probabilidade 0
ou 1 (Hall et a1.,1980).
Esta última definição é mais abrangente. Pode assim dizer-se que, para um processo
estocástico ser ergódico, a distribuição de probabilidade da(s) variável(eis) aleató-
ria(s) tem de convergir paxa uma distribuição estacion:í,ria e as estatÍsticas estacioná-
rias calculadas têm de ser independentes das condições iniciais (isto é os valores) do
processo estocrístico.
psfinição 4.4: Seja (Q,g,P) um espaço de probabilidade, onde C) ê um conjunto, .í
é uma a-álgebra de subconjuntos de 0 e P é uma medida de probabilidade definida
em 9. Seja.Iumqualquerintervalolimitado (daforma (a,b),la,b), (a,b] ou [",b))
de lR.. Seja {9",n e I} uma sucessão crescente de a-álgebras dos conjuntos g.
Suponha-se que {Zn,,n e I} ê uma sequência de variáveis aleatórias em f,) satisfa-
zendo:
(i,) Z" é mensurável com respeito a 4,,
(i.i,) Elznl 1 *,
(iii) E(Z*lg*): Z* q.c. paratodos n't, <n,m, n e f .
Então, a sucessão {Zn,n € "I} diz-se uma marti,ngala com respeito a {Tr,n e I} .
Definição 4.5: Um processo subadi,ti,ao é uma família de variáveis aleatórias reais ur,,
todas definidas no mesmo espaço de probabilidade (Q,9,P), onde os Índices s e t
(s < ú) tomam valores no conjunto No (dos inteiros não negativos), que satisfaz três
axiomas:
(,S1) Sempre que s 1t 1 u,
fr* 1frrs * fig.
(§2 ) As distribuições conjuntas de {n*} são as mesmas de {2,111*1} .
(Ss ) A esperança h : E(rü ) existe e satisfaz
g, ) _ct
paxa c constante e para Vú > L (Hall et, al., 1980).
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Indicar-se-á agora o tipo de matrizes que serão consideradas. Seja Ar,Â2,... uma
sequência estacionríria, ergódica de matrizes aleatórias quadradas de ordem k com




e Z: A"i*^...4i*rAi ) 0, com probabilidade 1.
ii) Pam alguma constante c,, I 1c ( m e cada rna,triz lti,
1 ( max(§ /min(Ae ) < c, com probabilidade 1. As quantidades, máximo e mínimo
anteriormente referidas dizem respeito aos elementos positivos da matriz, isto é,
min(A;)>0emax(Aa)>0.
A hipótese i,) assegura que o efeito da população inicial irá desaparecer no limite
(ergodicidade demográfica fraca). Isto ê, garante que a dinâmica de (4.1) é estável,
num sentido que se irá explicar. A equação (4.1) pode ser escrita como uma equação
para a estrutura da população,
Ar*r (t.l)Yt(a)Y1a1(a,:14jffir;; , (4.2)
onde Yl : 
ffi. 
Escolham-se dois vectores de estrutura inicial da população 86 e
C6, distintos. De seguida, aplicando a mesma sequência aleatória de taxas vitais a
ambos, designem-se as sequências resultantes dos vectores de estrutura da população
B1 e C1, respectivamente. Então a condição de ergodicidade imposta implica que B1
se aproxima de C7 à medida que t aumenta. Isto é estabilidade, mas numa forma
especial, uma vez que os vectores das estruturas etárias são estáveis, tendendo para
um limite que é variante no tempol ou seja, existe uma sequência de vectores da
estrutura etária 1, digamos, e tanto B1 como C; se aproximam de Yj, à medida
que ú aumenta.
Em conjunto, as duas hipóteses anteriormente referidas definem um conjunto ergó-
d,ico ro sentido de Hajnal (1976). Para produtos de matrizes de Leslie k x k com
taxas vitais não-nulas resulta no : k e em geral, se 3n9 então nn < 2k - 2 .
Suponha-se ainda que o processo At,Az,... está definido num espaço de probabilidade
(A,g,P). Escreva-se /v( paxa a a-álgebra gerada por Ao,...,Aa e seja
Q<n> - lgp{l P(BIA) - P(B)l;,a e MI,a e Wn,p(A) > 0].*>0'
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A condição ó<n> nl*O (chamada "mixing't uniforme) ê uma entre um número de
condições standaril para independência assimptótica, nomeadamente as condições
tt*-mixing"e *mixing" forte. Assim, um processo ttmixing" ê ergódico.
4.3 Teoremas para inferência estatística
Teorema 4.1: Considere.se uma sucessão ergódica estacionária de matrizes {41} onde




onde ln\ é uma quantidade constante, finita.
Além disso, se
Elln(max(4, ))l' < oo





rl,.r:%Elr"1a,...,Lt)ri -útn\l : " (2/*)%
existe para 0 I o 1oo e se o ) 0, então
$oz yr'{r" 1Á.,...4 )r i -ú ln \ }--*- N (0, 1 ), sendo a convergência,,mixing,, (no
sentido de Rényi).
A convergência "mixing" no sentido de Rényi significa que:
r($"')-% f"(4,...4r ),i,1 -lnÀ) s da)--. e(*),
quando Ú -+ oo para qualquer -oo <fr < oo, onde Q<r> ê a função de distribuição
da lei normal unitrária, e paxa qualquer B e F com P(B) > 0,
O Teorema 4.L ê uma extensão do resultado de Tuljapurkar et at. (Lg80), que esta-
belece um resultado semelhante, onde as matrizes {Ar } formam uma cadeia de Mar-
kov e a função $<n> decresce geometricamente pa,ra zero. AIém disso, a convergência
"mixing" permite que a medida de probabilidade baseada na distribuição estacionária
inicial seja substituÍda por uma qualquer medida de probabilidade que seja absoluta-
mente contÍnua com respeito ao processo sem perturbar a distribuição limite.
Heyde et al. (L985) aplicaram o Teorema 4.1 aa modelo (4.7), e obtiveram o seguinte
resultado.
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Teorema 4.2: Sejam Nt+l :Ar+rNr, t) 0, e seja Zr:aTN*, o1d€ a é um vector
não.nulo com elementos não-negativos. Então, sob as mesmas condições que (4.3) do
Teorema 4.L,
lim ú-1 lnZl: hÀ, g.c.
,+m
e, se as condições @.\ e (4.5) do mesmo Teorema se mantiverem,
tut-tunlhZl- útnÀl : o(z/n)Y,
existe para 0 1 o 1oo e se o ) 0, então
p"zyx {hzt - úlnÀ} --T:;-N(0,1), "mixing" (4.6)
sendo a convergência "mixing" (no sentido de Rênyi).
A quantidade a na equação anterior determina a variância assimptótica do logaritmo
do tamanho da populaÇão, supondo que a é um vector formado por l's (a:1).
O significado da distribuição lognormal foi originalmente referido por Lewontir et al.
(1969) para populações sem estrutura etária. Suponha-se que o número do tamanho
total da população segue a equação aleatória de crescimento
tr[t+t : &+tN,
: &+r&..'r?No,
onde @ representa a taxa de crescimento em tempo ú e o ambiente é considerado
independente e identicamente distribuÍdo.




t DA , e uma variância que depende da variância dos -Q's. Umai.:t
consequência deste facto é que a taxa média de crescimento (1"N, /t) para um Í ele.
vado, vai ser, em geral, menor do que a taxa de crescimento da média da população,
uma vez que, pela desigualdade de Jensen,
h(E(Ir, )/t) - ln(E(8)) > E(hn): lim ]a1ro.nr,1.E+@ l,
Uma segunda consequência é o facto da distribuição de Nt ser assimétrica à
esquerda, aumentando este aspecto à medida que ú aumenta. Assim, as sucessões mais
prováveis da população tenderão assimptoticamente para um valor abaixo da média.
Existe uma variedade de combinações de Zj, 7< j <t,, que também fornecem
estimadores consistentes para 1n\. No entanto, o estimador ú-11n21 possui variân-
cia assimptótica mÍnima dentro da classe destes estimadores combinados (Heyde et
ol., 1985),
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Se o ) 0 puder ser estimado, o Teorema 4.2 fornece um meio pa,ra construir uma
aproximação pa,ra intervalos de confiança para lnÀ.
De modo a obter um estimador consistente para o, Heyde et, al. (1985) estabeleceram
ainda o próximo resultado.
Teorema 4.3: Sob as hipóteses (4.3), @.Q e (4.5) tem-se
(lnú)-1 \lt"zr - zlnÀl i-312 ---2----)"(2ln)'l' ,i:t
quando ú --+ oo, onde ---!-----+denota a convergência em probabilidade, e
(hú)-1llt"z, - iifrlr't' ---t----)o(2 f r)Ltz ,
i:L
quando ú ---+ oo, onde fr : rLlnZ,
Para efeitos de inferência normalmente usar-se-ia o caso onde 21 é o tamanho total
da população llNrll : I[. Então se ô ê o estimador obtido a partir do Teorema4.S
para o a partir de uma realização N6,...,N1, onde ú é elevado comparado com fo, um
intervalo de confiança para a taxa de crescimento 1rÀ, de aproximadamente
100(1 - a)% ê
ú-lln N1 L. zo12ôr[l2 , @])
onde
o:+ f*"-t,/,1"'d,u:1-O (2.) "(D representa a função d.e distribuição da leiJ2n J r.
normal unitária, .nf (0,1) .
Alêm disso, a convergência "mixing" no Teorema 4.2 pode ser utilizada para obter
intervalos de confiança aproximados para o loga,ritmo do total da população num
tempo posterior r ) t. Escrevendo
Wo : (uozyr/z {lnrrr - uln\ },
tem-se que P (lw"t 1 zpl2ltwrl . zc/z) --+ L - p
quando ? -+ oo r pila um ú fixo e consequentemente um ú elevado,
p(lW"l < zo1ÀWl < ,o/z) o (t - p)(1 - q), a, qual resulta da convergência
"mixing" uniforme. O índice z refer+se também ao tempo.
Mas,
4l
p(rrL (,"rr, ) - (toz)'/' ,n,r) - ("u)'t' ,o/, < ln(n, )
1 rt-t (tf r, ) + (toz)'/' ,n/r) + (""r)'t' ,otr)
2 r(1w,1< zolz,lwtl < ,ntr).
Assim, um intervalo de confiança paxa o logaritmo do tamanho da população, de
aproximadamente 100(1 - a)% êt
rt-Lln(rr, ) + ,#lg, (rrL/22r12 + rll2zlo_q)lz(t_q)), (4.g)
A minimização de (4.8) em geral não é linear, mas podem obter-se resultados numéri-
cos em alguns casos particulares.
A demonstração dos teoremas acima enunciados, encontra-se em (Heyde et a1.,1985).
Na prática os valores pila fo,...,ú são frequentemente desconhecidos, portanto traba-
lha-se com diferenças a partir d" h. Assim, utilizando o Teorema 4.2,
(t-h)-'(t"l[ -tnr6): iil (4.e)
é um estimador fortemente cons'tstente para ln\, isto é, é um estimador convergente
em mêdia quadrática para InÀ e é também um estimador de máxima verosimi-
Ihança, enquanto que para estimar a, pode utilizar-se
^ trlr/2( L t-h .-----.-,)u : l;)' tÉG:UjDr'/' lmn16 + i) - rn/r(tu ) - iiíf U, (4 10)
que é consistente para a, isto ê, converge em probabilidade para o) em virtude do
Teorema 4.3.
No entanto, Heyde et al. (L985) sugerem uma média deste estimador em duas épocas
iniciaisdistintas,fo+tefo+2,demodoareduziravariânciadoestimador,istoé,
t : (;)( ;)',[,*-|T'-f-' ,-'''1r,,.nr16 + 1+ i) - rnrú(tu + rr - yifrl+
+rn*|_,'t',-'''lroar16 +2 +r) - lnn(tu + 2) - ifrll
I
4,4 Uma diferença relevante, aparentemente mínima
TaI como no caso não estruturado, brevemente referido anteriormente, é também
possÍvel calcular a taxa de crescimento do tamanho médio da população,
1
,tgir" (E(N,)) : lnp.
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A sua relação com a taxa de crescimento mais relevante, isto ê, aquela que será
observada em qua"se qualquer rcaltzaçãr., ln\, anteriormente estudada é
1
k p : lim iln (E (Nt))' ú-ooÍ '
: lim !(nmítrtr ))* Var(In('nrt))\i'àt \" \*'\t't ''t ' 2 l
-l-\ 
,'2_ ttt.1,5 - T,
como consequência de ln(Ifr) ser assimptoticamente normal com média úln\ e
variância toz . Alêm disso tnÀ < Inp, mas geralmente a desigualdade é estrita.
Assim, é possível que a população média esteja a crescer (porque Inp ) 0) e no
entanto cada realizaçã,o do processo tende para a extinção com probabitidade 1 (por-
que ln\ < 0), o que é explicado pelo comportamento da distribuição lognormal, que
se torna cada vez mais assimétrica, à medida que t aumenta, e o tamanho mêdio da
população Íica dominado por populações muito elevadas, mas cada vez mais raras.
Estas e outras propriedades de ln \ e de ln,u foram amplamente investigadas por
Cohen (1979) e Tuljapurkar (1982, 1990).
4.5 L taxa estocristica de crescimento, h À
A taxa estocástica de crescimento pode ser calculada de várias maneiras, O seu cál-
culo analÍtico é praticamente impossível, uma vez que requer a distribuição conjunta
estacionária para o ambiente e estrutura da população, requerendo também um cál-
culo posterior de uma média da taxa de crescimento ao longo da distribuição estacio.
nária, em cada unidade de tempo. Restam então várias hipóteses para o seu cálculo
por simulação numérica. Uma delas, e talvez a menos complexa resulta da aplicação
do estimador (4.9). A precisão do estimador obtido, pode ser medida através de um
intervalo de confiança para lnÀ, com um valor aproximado de g57o, através de
ffi^l@
r"(À) + 1.e6{t-,
onde 4 : ln(Nr+r l Nr)e portanto iffi : +8,
Existem ainda outras abordagens para este cálculo, nomeadamente a chamada apro-
ximação de Tuljapurkar (1982, 1990), que consiste, no desenvolvimento de uma fór-
mula de perturbação para ln\, como um desvio a partir de 1nÀ1. Esta abordagem
não fará, no entanto, parte deste trabalho.
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Na aplicação dos resultados anteriormente citados neste trabalho será estimada a dis-
tribuição empÍrica d" À baseada em simulações Monte Carlo, a qual pode posterior-
mente ser comparada com os resultados assimptóticos.
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Capítulo 5 - Modelo estocástico estruturado para o
stock ibero-atlântico de sardinha
Após a análise de sensibilidade efectuada ao modelo construÍdo no CapÍtulo 3, e tam-
bêm em função dos dados obtidos através do Report of the Working Group on the
Assessment of Mackerel, Horse Mackerel, Sard,ine, and Anchoug (ICES, 2002), que
traduzem va,riações apreciáveis no recrutamento anual da população de sardinha, o
modelo é expandido de modo a permitir variação estocástica nas taxas vitais, que
possa reflectir a variabilidade processual e que de uma certa forma, reflicta tambêm a
variabilidade ambiental.
5.1 A ligação entre as taxas vitais e o ambiente
O pressuposto da imutabilidade das taxas vitais no modelo determinístico ê muito
restritivo e pouco realista. Com o objectivo de estabelecer uma ligação entre o
ambiente e as taxas vitais, considera-se que os elementos das matrizes A1 (taxas de
fertilidade e de sobrevivência) variam independentemente, seguindo distribuições
pa,ramétricas que têm em consideração aspectos da realidade biológica da espêcie.
Esta escolha da distribuição que descreve as taxas vitais dos elementos das matrizes
As deve ser bastante cuidadosa, uma vez que a selecção de distribuições pouco apro-
priadas pode cond:uzlr a resultados pouco satisfatórios (Caswell, 2001).
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5.2 Estrutura e parâmetros do modelo
Tal como já foi referido, a estrutura desta versão do modelo é essencialmente a mes-
ma.
N;a1(crJ) : Lt(a).N1(ü.1), ú : 0,1,...,u.r € í).
A diferença reside no facto de se considerar que o ambiente influencia as taxas vitais,
fertilidade e sobrevivência. Para tal, em cada estádio, as taxas de fertilidade, pfi.,
para efeitos de modelação, são consideradas como formando um único parâmetro,
agora assumido como uma variável aleatória seguindo uma distribuição lognormal.
Considera-se que estas variáveis aleatórias são independentes.
pf6 - Lognormal(a;,bl ), I -- 0,..., 6*.
Uma vez que estas taxas são inerentemente não negativas, assume-se que seguem
uma distribuição lognormal. Para obter os pa.râmetros da distribuição desejada consi-
derou-se E(pÍu) - "*+((be)'12) 
: jfi,,sendo f,f6 o valor "observado', utilizado na par-
te determinÍstica do modelo. Para obter os valores para a variância, consideram-se
coeficientes de variação, de modo a reflectir pequenas, médias e elevadas variações no
ambiente (5%,15-20Vo e 35T0, respectivamente). No entanto são tambêm considerados
outros valores intermédios.
As taxas de sobrevivência em cada estádio foram tomadas como variáveis aleatórias
independentes, seguindo uma distribuição beta ,S; - Beta (o* 0n) , ,i : 0,...,6+ .
Como neste ca,so a taxa de sobrevivência é uma probabilidade, considerou-se a distri-
buição beta adequada (Kaye et al, 2003), u.ma vez que o seu suporte ê o intervalo
[0,1] e a distribuição possui uma forma bastante flexÍvel. TaI como para as fertilida-




A variância foi obtida considerando vários nÍveis do coeficiente de variação, como foi
descrito no caso anterior.
Para a implementação do modelo, efectuaram-se simulações Monte Carlo. Assim, em
ambiente MATLAB 6.1 (Mathworks, 2001), foram gerados números pseudo aleatórios
seguindo as distribuições especificadas para cada uma das matrizes 41. Posteriormen-
te a população inicial (ano 1998) foi projectada até ao número de anos pretendido
atravês do produto matricial. Deste modo, obteve.se a distribuição empÍrica de um
46
estimador para a taxa estocástica de crescimento da população, \, que permitiu
obter intervalos de confiança para À e realtzar inferência estatÍstica para outros
parâmetros do modelo (Heyde et a1.,1985).
Consideraram-se vários horizontes temporais para as projecções, isto é, efectuaram-se
projecções a curto pta,zo de modo a inferir sobre o comportamento a curto prazo da
população e tambêm projecções a "longo" pÍa,zo no sentido de inferir sobre o
comportamento assimptótico da população. Assim, foram efectuadas várias
simulações, quer quanto ao horizonte temporal considerado, 5, 10, 50, 100 e 500 anos
respectivamente, quer quanto ao coeficiente de variação ao qual foram sujeitas as
taxas vitais, \yo,1,070, t\yo,20Yo,25%,30% e 35%.
Devido ao esforço computacional requerido para gera,r os números aleatórios e os
sucessivos produtos de matrizes, o t'longo" prazo aqui considerado é um horizonte
temporal de cerca de 500 anos, que parece ser bastanterazoável, para estudar o com-
portamento assimptótico.
5.2.1, Comportamento a longo prazo
O modelo aqui considerado assume que os elementos de A1 são descritos por um pro-
cesso estocástico que ê estacionário, ergódico e "mixing". As matrizes estocrísticas
obtidas neste trabalho possuem a mesma estrutura da matriz A, considerada no
modelo determinÍstico, isto é, os seus elementos, nulos e não-nulos, estão nas mesmas
posições que os correspondentes elementos da matriz A. Esse facto ê uma condição
suficiente para que as matrizes As pertençam a um conjunto ergódico (Tuljapurkar eú
al,, L997). Alêm disso, as matrizes A1 são independentes e identicamente distribuídas,
pelo modo como foram construÍdas. Desta forma, a população em causa (sardinha
ibero.atlântica), mediante os pressupostos considerados, irá ter um comportamento
assimptótico, descrito nos resultados do CapÍtulo 4, isto é, assimptoticamente, o loga-
ritmo do tamanho total da população seguirá uma distribuição normal,
h(lf, ) - N(tt",lr, to2), cuja média e variância aumentam linearmente com o tempo.
Nas Figuras 5.1 a 5.7 são apresentados histogramas para o estimador da taxa estocás-
tica de crescimento da população, f , pua períodos de 100 e 500 anos, onde as taxas
vitais da população foram sujeitas a coeficientes de variação de 5To, l\Yo, líyo,20To,
25%,30% e 35To. Tal como seria de esperar, à medida que o coeficiente de variação










perÍodo de 100 anos como após o período de 500 anos. Em todas essas figuras pode
veriÍicar-se a redução de dispersão dos valores dos histogramas paxa o período de 500
anos comparativamente ao perÍodo de 100 anos.
De modo a diminuir a dispersão dos valores nos histograma,s obtidos foram poste.
riormente efectuadas 10000 reamostragens pelo método bootstrap não paramétrico
(Efron et al, L993) de modo a obter um intervalo de cobertura de g5% paxa o valor
médio de cada histograma (CasweII, 2001). Na Tabela 5.1 são apresentados os valores
paxa os intervalos de confiança paxa E(\), após simulações para perÍodos de 100 e
500 anos, respectivamente, quando as taxas vitais foram sujeitas aos diferentes tipos
de coeficientes de variação. Pode assim verificar-se que à medida que o coeficiente de
variação a que as taxas vitais foram sujeitas aumenta, o valor mêdio d" \ vai dimi-
nuir.
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Figura 5.1: Histogramas de \ sujeito a um coefi.cientes de variação nas ta>ras vitais de 5% após um
período de 100 anos, (a), e 500 anos, (b).
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Figura 5.2: Histogramas de ,f sujeito a um coeficientes de variação nas taxas vitais de 10% após um
































0.9 0.92 0.94 0.96 0.98 I t.Oz 0.9 0.92 0.94 0.96 0.98 1 1.02
(") (b)
Figura 5.3: Histogramas de f sujeito a um coeficientes de variação nas ta>ras vitais de 15% após um
período de 100 anos, (a), e 500 anos, (b).
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Figura 5.4: Histogramas de f sujeito a um coefi.cientes de variação nas taxas vitais de 20% após um
período de 100 anos, (a), e 500 anos, (b).
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Figura 5.5: Histogramas de .f sujeito a um coeficientes de variação nas ta:<as vitais de 25% após um
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Figura 5.6: Histogramas de .il sujeito a um coeficientes de variação nas taxas vitais de 30% após um
perÍodo de 100 anos, (a), e 500 anos, (b),
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Figura 5.7: Histogramas de f sujeito a um coeficientes de va.riação nas taxas vitais de 35% após um
perÍodo de L00 anos, (a), e 500 anos, (b).
Tabela 5.1: Representaçao dos intervalos degSVo de cobertura para E(À )

























Como as matrizes são consideradas independentes e identicamente distribuídas, a
ordem de convergência no caso estocástico ê a mesma que a ordem da matriz média
(cujos elementos são os valores médios das taxas vitais, que, como referido anterior-
mente, são os valores considerados no caso determinÍstico), pois, pode representar-se
a matriz A1 como a soma dessa matriz média com uma outra mattiz dos desvios em
relação à matriz mêdia (Caswell, 200L, Tuljapurkar, 1990). De modo a ilustrar esse
facto, e em analogia com os resultados expostos no CapÍtulo 3, apresentam-se tam-
bém resultados de simulação para o comportamento do tamanho total da população
num perÍodo de 50 e 100 anos, quando as taxas vitais foram sujeitas a um coeficiente
de variação de 5To e 35Yo, Figuras 5.8 e 5.9, respectivamente. Através da sua análise
pode observa,r-se que a probabilidade da população se extinguir a curto pÍazo aumen-
ta quando as taxas vitais são sujeitas a um maior coeficiente de variação. Nas Figuras
5.10 e 5.11 são também apresentados histogramas para as distribuições empíricas da
população total, ao fim de 50 e L00 anos, novamente quando as taxas vitais foram
sujeitas a um coeficiente de variação de 5To e 35%. Nesses histogramas foi também
ajustada a curva de uma distribuição lognormal, com os parâmetros obtidos a partir
da função de distribuição empÍrica do tamanho total da população. Da análise da
Figura 5.11 pode observar-se que a população terá uma elevada probabilidade de
extinção num perÍodo de 100 anos, quando as taxas vitais são sujeitas a um coeficien-
te de variação elevado (35%). De modo a corroborar os resultados teóricos esperados,
foram também obtidos Lognormal Q-Q plots, para os valores das simulações da popu-
Iação total, utilizando o programa SPSS, Versão 11.5.0. Como conclusão, em todas
essas representações gráficas (Figuras 5.72 e 5.13) parece ser razoável a inferência da
população, nestas circunstâncias, e após o perÍodo de tempo indicado, descrever apa-
rentemente o comportamento teoricamente esperado.
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Figura 5.8: Resultados de simulação do tamanho da população total, quando as ta>ras vitais são sujei-






















Figura 5.9: Resultados de simulação do tamanho da população total, quando as taxas vitais são sujei-
tas a um coeficiente de variação de 35%, d
x10-9















Figura 5.10: Histograma para as distribuições empÍricas da população total sujeita a coeficientes de
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Figura 5.11: Histograma para as distribuições empÍricas da população total, sujeita a coefi.cientes de
variação nas taxas vitais de 35%, após um perÍodo de 50 anos, (a), e 100 anos, (b).
Lognormal Q-Q Plot de NT50 (coef. de var. de 5%)
Valores observados (x10^ 9)
Figura 5.12 (a): Lognormal Q-Q plot pare a população total, quando as taxa^s vitais fora,m sujeitas a






















Lognormal Q-Q Plot de NT100 (coef. de var. de 5%)
Valores observados (x10^ 9)
Figura 5.12 (b): Lognormal Q-Q plot para a população total, quando as taxas vitais foram sujeitas a
coeficientes de variação de 5To, após um perÍodo de 100 anos.




Figura 5,i3 (a): Lognormal Q-Q plot pera e população total, quando a,s taxa.s vitais foram sujeitas a
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Figura 5.13 (b): Lognormal Q-Q plot pâxa a população total, quando as ta>ras vitais foram sujeitas a
coeficientes de variação de 35T0, após um período de 100 anos.
Adicionalmente, foram tambêm obtidos intervalos de g5% de cobertura para um
estimador empÍrico de o2, o qual foi obtido a pa,rtir dos valores da distribuição empí-
rica da população total, após perÍodos de 100 e 500 anos respectivamente. Na Tabela
5.2 são indicados os intervalos de 95% de cobertura para 02, obtidos também pelo
método bootstrap não paramêtrico (Efron et al, 7993),
Tabela 5.2: Representação dos intervalos de g5% de cobertura pana o2














































Da anríIise dos valores mÍnimos e máximos para os intervalos de 95% de cobertura
para o2, observa-se que eles estão em tazoável concordância com o pressuposto de
gue o logaritmo do tamanho total da população (hlfl) segue assimptoticamente uma
distribuição normal cuja variância aumenta linearmente com o tempo. Este facto vem
realçar a concordância com os resultados teóricos.
Por último convém também referir que todo este tipo de análises efectuadas pode ser
aplicado para cada grupo etário da população.
5.2.2 Comportamento de curto ptazo
De modo análogo ao que foi exposto no CapÍtulo 3, foram efectuadas simulações para
o comportamento a curto prazo da população, num perÍodo de 5 e 10 anos. No entan-
to, sem o auxflio dos fundamentos teóricos existentes para a dinâmica a longo pÍazo)
podemos apenas apoiar-nos nos resultados de simulação obtidos paxa a obtenção de
distribuições, necessariamente empíricas, para a população total. Essas distribuições
permitem fazer inferência estatÍstica sobre os parâmetros de interesse e avaliar a
incerteza associada às flutuações aleatórias. Tal facto é de grande importância, uma
vez que a maior parte das polÍticas de gestão de recursos pesqueiros são tomadas a
curto prazo e muitas trezes não são baseadas em estudos desta natureza. Nas Figuras
5.L4 e 5.15 é apresentada a dinâmica da população total nos perÍodos referidos ante-
riormente, quando as taxas vitais foram sujeitas aos valores extremos de variabilidade
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Figura 5.14: Resultados de simulação do tamanho da população total, quando as taxa,s vitais são sujei-
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Figura 5.15: Resultados de simulação do tamanho da populaçã.o total, quando as taxas vitais são sujei-
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CapÍtulo 6 - Conclusões e considerações Íinais
Nesta dissertação, após uma pequena introdução onde se f.az uma breve resenha his-
tórica dos modelos estruturados, apresentam-se no CapÍtulo 2 os fundamentos teóri-
cos essenciais para o desenvolvimento de tais modelos, no caso determinÍstico. Neste
contexto é de especial importância a anáIise e interpretação do teorema de Per-
ron-Frobenius, cujas aplicações vão muito para além desta área de estudo. É tambem
dada grande importância aos fundamentos para a análise de sensibilidade dos parâ-
metros dos modelos estruturados.
No Capítulo 3 faz-se a descrição detalhada do modelo desenvolvido para o stock tbe-
ro-atlântico de sardinha, bem como do comportamento a curto praz,o e assimptótico
projectado para a população em estudo, onde é dada especial importância às possÍveis
interpretações biológicas dos parâmetros do modelo. Conclui-se este capÍtulo com
uma análise detalhada de perturbação dos parâmetros do modelo, destacando-se os
mais sensÍveis a alterações na taxa assimptótica de crescimento. Toda esta análise
tem por objectivo poder contribuir de alguma forma parâ as tomadas de decisão
quanto à gestão do recurso pesqueiro em causa, o qual ê de grande importância a
nÍvel nacional. Neste ca.so, com base na informação disponÍvel e nos pressupostos do
modelo desenvolvido, este trabalho sugere que a taxa assimptótica de crescimento do
stock de ibero-atlântico de sardinha é ligeiramente menor que 1, o que indica que a
população de sardinha está a decrescer com uma taxa anual de 2%. Assim, se não
forem tomadas as medidas apropriadas para a gestão da população, poderão haver
consequências graves para a espécie, a longo prazo. Após a análise de sensibilidade
efectuada verificou-se que a taxa assimptótica de crescimento é bastante sensÍvel a
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mudanças na,s taxas de sobrevivência e nas fertilidades dos indivíduos nos primeiros
estádios.
Como é reconhecido que a população em estudo possui grande variabilidade nos está-
dios juvenis, são introduzidos no CapÍtulo 4 os conceitos e resultados teóricos funda-
mentais pa,ra que o modelo desenvolvido seja expandido, de modo a incorporar
variabiiidade estocástica, que reflicta de algum modo a variabilidade ambiental a que
a população está sujeita. Este tipo de resultados permite inferir que, sob condições
adequadas, o ta,manho total de uma população segue uma distribuição lognormal,
assimptoticamente. Permite também obter estimadores para a taxa estocástica de
crescimento e também para avaliar a sua variância.
No Capítulo 5 é descrito com algum detalhe o modelo estruturado com variabilidade
estocástica nas taxas vitais aqui desenvolvido. Este modelo foi depois implementado
em ambiente MATLAB (Mathworks, 2001). Para analisar o seu comportamento, a
curto e a longo pÍazo, efectuaram-se numerosas simulações. Através dos estimadores
obtidos para os parâmetros de interesse, foram posteriormente efectuadas análises
comparativas com o objectivo de reflectir a boa concordância com os resultados teóri-
cos. Tal facto deve-se em parte âs várias simplificações efectuadas, referentes à insufi-
ciência de dados e à dificuldade na própria implementação do modelo, uma vez que
ao modelar fenómenos da natureza deve obter-se um modelo parcimonioso, ou seja, é
necessário alcançar um compromisso entre a complexidade e a precisão do mesmo.
Uma dessas simplificações baseia-se no facto de se considerar que as matrizes estocás-
ticas do modelo são independentes e identicamente distribuÍdas, o que foi conseguido
considerando que as taxas vitais da população seguiam distribuições de probabilidade
convenientes e biologicamente plausÍveis. No entanto, a colocação de alguma estrutu-
ra de correlação nas ta>cas ütais não é ainda de fácil implementação, o que justifica
de alguma forma a escolha efectuada.
Os resultados da simulação indica.m que, sob cenários de variabilidade nas taxas
vitais (onde esta aumenta), existe um aumento significativo na probabilidade de
extinção da população, após um perÍodo de 100 anos. Tal facto deve, portanto, ser
encarado com bastante preocupação quando as medidas de gestão pa,ra a população
em causa forem tomadas.
O efeito de densidade-dependência no recrutamento resultante ê outro aspecto que
poderá ser explorado no futuro.
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Finalmente, importa referir que existem outros modelos que usam a mesma informa-
ção de base mas que diferem nalguns dos pressupostos. Um desenvolvimento futuro
poderá consistir em relaxar alguns dos pressupostos de modo a uma melhor adaptação
do modelo à realidade, tendo no entanto a noção de que um completo ajustamento à
realidade não será de todo possÍvel.
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